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Resumen

En este articul o se estudian diferentes limitaciones de | os sistemas formales y se les da un marco comun.
Principal mente trabajaremos con limitaciones rel acionadas con |as nociones de expresabilidad en la arit-
mética de Peano y de computabilidad. Daremos un principio general que engloba una amplia gama de
resultados sobre limitaciones de los formalismos.

Abstract

In this article different formal systems limitations are studied and a common abstract setting is given to
them. We will mainly work with limitation related to the notions of expressibility in Peano arithmetic
and computability. A general principle will be given and some results on formal systems limitations will
be deduced fromit.

1. Introduccion

Desde Godel, Turing y Tarski se han mostrado diversas limitaciones de los sistemas
formales. Algunas de éstas tienen una forma comin, una esencia comin. El objeti-
vo del presente trabajo es dar un marco abstracto general en el que una amplia ga-
ma de estos resultados pueden ser vistos como consecuencias de un Principio de In-
definibilidad.

Este escrito es un resumen de mi tesis de licenciatura en Ciencias Matematicas
(UBA) quefuedirigida por el Dr. Guillermo Martinez a quien quiero agradecer por
su gran apoyo. Dadalalongitud del presente trabajo no nos es posible introducir
toda la notacién que usaremos para enunciar y demostrar |0s teoremas expuestos,
de todas formas trabajaremos con el simbolismo mas usual en estos casos. Usare-
mos € lenguaje de programacién Sdado por Davis, Sigal y Weyuker en [1994] pa-
ra las demostraciones que involucren nociones de computabilidad y el simbolismo
dado por Mendelson en [1997] para la aritmética de Peano.
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2. Algunos Resultados Clasicos
2.1 El problema de la detencion de Turing

En 1936 Alan Turing publicaba su trabajo “On computable numbers with an appli-
cation to the Entscheidungsproblem” [Turing 1936-37]. En él demostr6 que el pre-
dicado HALT(x,y) que es verdadero si y solo si el programa con codigo y de detie-
ne para valor de entrada x no es un predicado computable. Una demostracion mo-
dernaeslasiguiente:

Teorema 1: El predicado HALT(x,y) no es computable.

Demostracién: La demostracion es por reduccién al absurdo. Supongamos que
el predicado es computable y consideremos el siguiente programa al que llama-
remos P:

[A] IE HALT(X, X) GOTO A

Es claro que P computa la funcion que esta indefinida si HALT(X, X) y esté defini-
day su resultado es cero en caso de ser YHALT(X, X). Parallegar a un absurdo con-
sideremos yp=#P (yg es €l nimero de programa de P) entonces tenemos que para
todo x vale

HALT (X, yo « @HALT(X, X)

En particular vale para x=Y, de donde obtenemos una contradiccion. Esta provino
de suponer que € predicado HALT(X, y) es computable.

2.2 El problema de la verdad de Tar ski

Asi como nos preguntamos si un programa puede determinar si otro programa
se detiene 0 no también podemos preguntarnos, en el marco de la Aritmética de
Peano (AP), si puede escribirse una formula con unavariable libre, X, que ex-
prese al predicado TRUE(X): “x es el cédigo de unaformula verdadera’. Este
problema es conocido como el problema de la verdad de Tarski. Por analogia
con el problema de la detencion vamos a reformular la pregunta de la siguiente
manera. Sea T(x,y) el predicado que expresa: “x es el codigo de unaférmula con
unavariable libre. Al ser reemplazada la variable libre por el valor de y la for-
mula en cuestion resulta una sentencia verdadera”. ¢Es T(X,y) expresable en
AP?
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Teorema 2: El predicado T(x,y) no es expresable en AP.

Demostracion: Nuevamente razonaremos por absurdo. Supongamos que t(x, y) es
una formula que expresa a T(x, y). Entonces @t (y, y) expresa a @T(y, y). Seac €
codigo de @t (y,y). Consideremos T(c, ).

T(c,y) " @t(y,y) esverdadera« QT(y, Y).

Yaque esta equivalenciavale paratodoy vale en particular paray=c conlo quelle
gamos a un absurdo. Concluimos que T(X, y) no es expresableen AP. ™

Es interesante observar la similitud entre esta demostracién y la del problemade la
detencion. Fue éstalaque dio el impulso inicial a Principio de indefinibilidad. El
principio se basa en una abstraccion de estas demostraciones.

Recordemos que e problema de la verdad implica demostrar que € predicado
TRUE(X) no es expresable. Para esto necesitamos usar la funcion E(x,y) definidaa
continuacién. Supongamos que y es un nimero natural y x es el cédigo de unafor-
mula con una variable libre, digamos x es €l codigo dej y(v). Entonces E(x, y) da
como resultado el codigo de la féormula que resulta de sustituir todas las apa-
riciones libres de v en la férmula con cédigo x por €l valor de y. En simbolos
E(x, y) = Cod(j x(V)[y]). Lafuncion E(xy) esunafuncion expresableen AP. Lade-
mostracién de este hecho es quiz& demasiado técnica para el presente trabgjo y pue-
de ser encontrada en la literatura.

Teorema 3: El predicado TRUE(X) no es expresable en AP.

Demostracion: La demostracién de este teorema es ahora muy sencilla. Si
TRUE(X) fuera expresable en AP también lo seria el predicado T(x,y) (yaque
T(x,y)=TRUE(E(x,y)) Yy la expresabilidad de predicados es una clase cerrada por
composicion con funciones expresables). Sabemos por el Teorema 2 que T(X,Y)
no es expresable y entonces podemos afirmar la no expresabilidad de TRUE(X)
enAR "

3. El Principio de Indefinibilidad

3.1 Marco Abstracto

Sean Ay U conjuntosy 0 un elemento distinguido de A. Seaf:U ® A unafuncion.
Diremos que f expresaal predicado P; definido por
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P = l=0

Es decir, P es un predicado con dominio U y Pf(u) es verdadero sii f(u) no esigual
al elemento OCE A.

Dada una clase C de funciones con dominio incluido en UK e imagen en A (con
0CEA), s fEC diremos que €l predicado Py pertenece alaclase C. Llamaremos a f
una funcion caracteristica de Ps. Observar que toda clase de funciones con estas
propi edades tiene asociados dos conjuntos U y A.

Definicién: Una clase C de funciones con dominio en UK (k¥0) eimagen en A se
dira cerrada por casos si cada vez que f(Xq,....Xp,Y) Y 9(X1,....Xp,y) Sean funciones
de la clase C y Q(y) sea un predicado perteneciente a la clase C, la funcién
r(Xq,..Xp,y) definida por

_) f(x1,..x)siQ(Y)
(s X¥) =) gt ) 520()

también pertenezca alaclase C.
Ejemplos:

(1) SeaU=A=INYy sea CFE laclase de funciones expresables en AP.Veremos
que CFE es cerrada por casos: Si p1(x,2) expresaa f(x), po(x,2) expresaa
g(x) y _(y.w) expresa la caracteristica de Q(y) entonces ( w)(_(y,w)".
((p1(x2Y wpO)V( po(x,2) Yw=0)) expresaalafuncion r(x,y).

(2) Seaahora CFC la clase de funciones parcia mente computables. Veremos
que CFC es cerrada por casos. sean f(x) y g(x) funciones parcialmente
computablesy seaQ(y) un predicado parcial mente computable entonces el
siguiente programa computa a la funcion r(Xq,Xo)

IF Q(X,) GOTO A
IF @Q(X,) GOTO B
[A] Y = f(Xy)
GOTOE

[B] Y= g(X1)

(3) Consideremos la clase de funciones booleanas B={f:1 NK® 2,k30}. Enes-
tecaso U=INy A=2={0,1}. Dadas dos funciones, f(x) y g(x), y un predi-
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cado Q(y), todos pertenecientes a la clase B, considerando h(y) lafuncién
caracteristica de Q(y) se ve claramente que p(x,y) = (h(y) Y f(x))V (yh(y) Y
g(x)) también pertenece ala clase B. Como lafuncion p(x,y) tomalos mis-
mos vaores que la funcion r(x,y) de la definicion anterior podemos &fir-
mar que B es cerrada por casos.

Definicién: Diremos que la clase C es cerrada por composicion con constantes si
dada una funcion (n+1)-aria f(xy,..xp,y)l Cy ul U lafuncion n-aria f(xq,...xp,U)
también pertenece alaclase C.

Definicién: Si A=U diremos que la clase C es cerrada por composicién si dadas

(X1 X))y oo Tn(X1X) Y 9(X1,-.Xp) en C, la funcion g(f1(X1,..Xy), -
fim(X1.--Xp)) pertenece tambien alaclase C.

Ejemplos:

Laclase CFE es cerrada por composicién y cerrada por composicién con constan-
tes. Lo mismo ocurre con la clase CFC. En e caso de la clase B podemos afirmar
gue es cerrada por composicidn con constantes pero no tiene sentido preguntarse si
es cerrada por composicion pues U=INt A=2,

Antes de introducir al conjunto L de expresionesy alafuncién I(en) dein-
terpretacion de expresiones como funciones vamos a motivar su definicién.
En el caso del problema de la detencién tenemos por un lado los programas
en el lengugje S, por otro lado las funciones parcial mente computables y en-
tre ambos hay una relacion que [lamamos computa. En el caso de la Aritmé-
tica de Peano tenemos a las férmulas de AP (que hacen un papel equivalente
alos programas), las funciones expresables (jugando el rol de las funciones
computables) y larelacidén expresa entre férmulas y funciones. En el marco
abstracto que vamos a dar supondremos que nos es dado un conjunto L de ex-
presiones (programas, formulas u otras) y unafuncién I: L x IN® C que aca-
dapar (expresién, nimero) le asigna unafuncién n-ariade laclase C, I(g,n).
Si lafuncidn | es sobreyectiva entonces decimos que < L,C,I > esun lengua -
je de funciones.

Asi, llamando Ps a conjunto de programas en Sy FAP alasférmulas de AP, tene-
mos que <FAP, CFE, I> y <Ps, CFC, J> son lenguajes de funciones. Donde | es
tal que dada _(xl,...xn,z)T FAP s expresa a una funcion f(xq,...x,;) entonces I(_, n)
=f ysd laformula_ no expresa una funcion n-aria entonces I(_, n) corresponde
con la funcién n-aria constantemente nula. J(P,n) es la funcidn n-aria computada
por el programa P.
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Trabajaremos también con un tercer lenguaje de funciones, que utilizaremos para
reobtener € resultado de Tarski, compuesto por <FAP, B, K> donde K(_(X1,-..Xp), N)
(@1,.-an) esO0 ldependiendo s _[aj,...an] esverdaderaofasay K(_ (Xq,...Xy), M)
es constantemente O si mt n. Es decir, si _tiene exactamente n variables libres en-
tonces K(_, n) es lafuncion caracteristica de la relacion “ay,...a,, satisfacen _”; s
no entonces K(_, n) eslafuncién n-aria constantemente nula.

Por dltimo, si contamos con unafuncion c: L® U inyectivallamaremosa<L, C, |,
c> un lenguaje de funciones con codificacion. Asi, a cada programa le correspon-
de un nimero natural, cada formulatiene su nimero de godel. En general notare-
mos con e, alaexpresion con codigo u 'y ¢ a codigo de laexpresion e.

Teorema 4 (Principio de I ndefinibilidad): Sea<L, C, I, ¢> un lenguaje de funcio-
nes con codificacion tal que la clase C es cerrada por casos y por composicion con
constantes. Si Q es una propiedad sobre C y existen dos funciones n-arias, f y g, ta-
les que Q(f) y @Q(g) entonces & predicado @ (y)=Q(l (ey,n+ l)y) no pertenece ala
clase C.

Demostracion: Sean fy g funciones n-aria tales que Q(f) y @Q(g). Si Q estaenla
clase C definimoslafuncion r(x, y) delasiguiente forma (escribimos x en lugar de

X1 Xp):

f(x), s@Q(y)
g(x), s Q(y)

Dado quelaclase C es cerrada por casos, lafuncion r(x, y) pertenece adicha clase
y, por lo tanto, existe una expresion eE L tal que I(e, n+1)=r. Seac, €l codigo de
e. "= (esdecir r(x, c;) como funcion de x) esigual af o igua ag dependiendo del
valor de Q (c;). Por otraparte Q(c;) esigual (por definicion) a valor de Q(%). Te-
niendo en cuenta que Q) y VQ(g) podemos afirmar que
Qr, )« 1, =T« @Q(c,)« PQr,) Absurdo, que provino de suponer que Q perte-
necealaclaseC.”

rxy) =

3.2 Primeras Consecuencias del Principio de Indefinibilidad
Veremos ahora aplicaciones del Principio:
Corolario: El predicado HALT(x,y) no es computable.

Demostracion: Sea Q la propiedad definida sobre CFC de lasiguiente forma: si f es
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una funcién n-aria entonces Q(f) es verdadera si y solo si f nunca esta indefinida
(i.e. s n>0 entonces dom(f)=IN"y si n=0 entonces f es una funcion constante).
Consideremos los siguientes programas de una linea:

P1: [A] IF Y= 0GOTO A
y

P2: YY+1

Estos programas computan, respectivamente, a la funcién que esté siempre indefi-
niday alafuncién constantemente uno. Resultaentoncesque Q¥ ¢) y 2RV ») . por
lo tanto e predicado Q (y) = Q(J(ey,1)y) no pertenece ala clase CFC. Por las de-
finicionesde Jy de Q, Q (y) esverdadero si y solo s el programa nimero y ter-
mina para valor de entrada y. Ya que el predicado HALT(y, y) tiene la misma defi-
nicién obtenemos como consecuenciadel Principio de Indefinibilidad que HALT(y,
Y) no pertenece ala clase CFC. Concluimos que HALT(X, y) no es computable.”

Corolario: El predicado T(x,y) no es expresable.

Demostracion: Sea Q la propiedad definida sobre B de la siguiente forma: Q(f) es
verdaderasi y sdlo si f es constantemente uno (o sea, f esta asociada a una tautolo-
gia). Esclaro que la propiedad Q cumplelas hipdtesis del teorema. Entonces el pre-
dicado Q (y):Q(K(_y,l)y) no pertenece a la clase B. Observar que Q (y) esver-
dadero s y s6lo “—y tiene'una sola variable librey _,(V)[y] es verdadera’ (_y re-
presenta aqui a la formula con nimero de gddel y). Concluimos que T(y, y) no es
expresable y por lo tanto T(X, y) tampocoloes. *

4. Generalizacion del Principio

Para demostrar el teorema de la verdad en (2.2) usamos la inexpresabilidad de
T(x, y) y lafuncion E(x, y) . En este apartado vamos a abstraer este procedimien-
to.

4.1 Principio de Indefinibilidad Generalizado

Teorema5: Bajo las hipétesis del teorema anterior si ademéas U = A, laclase C es
cerrada por composicion y existe una funcién E(c,2) en la clase C tal que dado €l
codigo de una expresion, ¢, y un elemento del universo, z, da como resultado el c6-

digo de unaexpresioneta quel(e, n)=1(e., n+1), entonces Q'(y) =Q(I(e,.m) no per-
tenece alaclase C.
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Demostracion: Razonaremos por absurdo. Sea h(y) una funcion caracteristica del
predicado Q ’(y) y seaq(c) = h(E(c,c)). Si h pertenecieraalaclase C entonces q(c)
también perteneceria a dicha clase por ser esta cerrada por composicion; pero g(c)
es una funcion caracteristica del predicado Q (c) que sabemos que no pertenece a
laclase C por el teorema4. Concluimos que Q ’(y) no es un predicado pertenecien
tealaclase C”

Corolario: El predicado TRUE(X) no es expresable.

Demostracion: La demostracion es inmediata considerando la clase C como la cla-
se de funciones booleanas (B), la funcion | como la funcion K definidaen (3.1) y
Q(f) verdadera si y solo si f es constantemente uno. Al interpretar el predicado Q’
(y) observamos que es equivalente a TRUE(Y) con lo que obtenemos € resultado
buscado.”

4.2 Teorema de Rice Clasico

A partir del Principio de Indefinibilidad Generalizado podemos demostrar e Teore-
made Rice. El teorema afirma que dado un subconjunto propio y no vacio, G, de
CFC d conjunto de cédigos de programas que computan funciones en G no esun
computable. Analizandolo para el caso en que G contiene una sola funcién vemos
gue €l conjunto de todos los programas que computan una funcién dada no es un
posible capturarlo, a través de la codificacion, de manera recursiva. La limitacion
no es intrinseca de las funciones recursivas, veremos que es posible extenderlo al
caso de la aritmética de Peano. En genera el resultado muestra una nueva limita-
cion de los sistemas formales: no es posible expresar desde lateoriaa conjunto de
todas las expresiones con un mismo significado.

Teorema 6 (Rice): Si G es un subconjunto propio y no vacio del conjunto de fun-
ciones unarias parcial mente computables entonces Rg= {n| IN/ & programacon
codigo n computa una funcidn perteneciente a Gt no es computable.

Demostracion: SeaQ(f) 1a propiedad definida sobre CFC: Q(f) « fEG. Sabemos que
CFC escerrada por casosy cerrada por composi cion con constantes. Dado que e con-
junto G es propio y no vacio, el predicado Q cumple con las hipdtesis del Principio
de Indefinibilidad Generalizado. Entonces €l predicado Q (y) = Q(J(ey,l)y) no perte-
nece alaclase CFC, o sea, no es un predicado computable. Por ladefinicion de Jy
de Q resultaque Q '(y) esverdadero si y sdlo si la funcién unaria computada por €l
programa con codigo Y es una funcion perteneciente al conjunto G, esdecir, si y 1
Rg Concluimos que Rg no es computable.”
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4.3 Teorema de Rice parala Aritmética de Peano

Al ver lademostracion del teorema de Rice apartir del Principio de Indefinibilidad
podemos pensar en usar e mismo procedimiento para aplicarlo ala Aritmética de
Peano. Estaidea no presenta dificultades y da como resultado el siguiente teorema:

Teorema 7: Si G es un subconjunto propio y no vacio del conjunto de funciones
unarias expresables en APy Rg el subconjunto de IN que contiene a todos los codi-
gos de formulas que expresan funciones de G, entonces Rg no es expresable en AR

Demostracion: La demostracion es completamente andloga ala del caso anterior.”
4.4 Programas Elegantes

Definicién: Sea P un programaen el lenguaje S. Diremos que P es elegante si nin-
gun programa de longitud menor computa la misma funcién.

Observar que cada funcion computable tiene a menos una version elegante (podria
ocurrir que existan dos programas de la misma longitud que computen la misma
funcién). Dado €l cédigo de un programa puede ocurrir que sea el cédigo de un pro-
grama elegante o que no lo sea. Sea E(n) el predicado que es verdadero si y sblo si
n es el cédigo de un programa elegante. ¢Es computable E(n)? Larespuesta en ne-
gativay es posible demostrarlo usando |os resultados de esta seccién. Al aplicar €
Principio puede utilizarse el predicado Q,(f): “f posee una version elegante de lon-
gitud menor que K’. Sugerimos al lector que intente realizar una demostracion for-
mal del resultado.
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